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Einleitung

Wir schreiben den 01.09.2019 als Jan ,Juan Franginho® Hiinerbein wéhrend des
Saison-Abschlussgrillens im Melbbad gegen 21:30 Uhr auf mich zukommt um mir
von einem mathematischen Problem zu berichten. Entstanden zu sein scheint die
hitzige Diskussion im Laufe eines Spieleabends, welcher sich unmittelbar vor dem
Abschlussgrillen zugetragen haben muss. Zur Debatte stand die Frage, welches der
beiden folgenden Szenarien ein ,lukrativeres Gliicksspiel fiir den Spieler ist: Das
Wiirfeln mit . ..

e ...cinem Wiirfel und dem Addieren von 43 auf das Ergebnis

e ...drei Wiirfeln und dem Addieren von +1 auf die hochste geworfene Augen-
zahl

und mathematisch ausgedriickt also dem Vergleich von E(X;+3) und E(X3+1), wo-
bei X; = {Hochste Augenzahl aus dem gleichzeitigen Wurf von ¢ Wiirfeln}. Schlaf-
los wélzte ich mich nach dem Grillen im Bett und entschloss mich letztendlich dazu,
das Problem noch vor der néchtlichen Ruhe anzugehen. Die dabei entstandenen
Notizen sollen hier sauber dargelegt werden. Dabei verzichten wir zugunsten von
Verstandlichkeit zunéchst auf mathematische Rigorositéit und gehen das Problem in

einem weiteren Kapitel allgemeiner an.




Kapitel 1. Die Herangehensweise

1 Die Herangehensweise

Wiéhrend der Erwartungswert E(X; + 3) = 6,5 aus
6
E(Xy) = Z:UjP(Xl =x;), x;:Augenzahl, P(X; = x;): Wkeit fir die Augenzahl
j=1

folgt und allgemein bekannt sein sollte (die Wahrscheinlichkeit ist fiir alle Augen-
zahlen gleich, nimlich %), erfordert E(X;) etwas mehr Arbeit. Wir iiberlegen uns
dazu erst einmal, wie wir die eigentliche Fragestellung so formulieren kénnen, dass
wir sie mathematisch besser greifen konnen. Eigentlich sind wir ndmlich daran in-
teressiert, die Chance zu finden, dass bei den drei Wiirfeln die grofite Augenzahl

einem € M = {1,2,3,4,5,6} ist, sodass wir dann wie oben
6
E(Xs) =) x;P(X3 = 1)) (1.1)
j=1

berechnen kénnen. Fiir eine Wahrscheinlichkeit gilt ganz allgemein dass P = % WO-
bei E: erwiinschte Ereignisse und M: moégliche Ereignisse. Fiir das Beispiel des einen
Wiirfels hat man also P(X; = ;) = % fiir die Wahrscheinlichkeit dass eine belie-
bige aber bestimmte Zahl x; geworfen wird (z.B. eine 2). Fiir die drei Wiirfel wird
diese Uberlegung etwas komplizierter, aber sobald wir diesen Schritt erledigt haben,
konnen wir den Erwartungswert ganz einfach wie oben ausrechnen. Die moglichen
Ereignisse sind im Folgenden immer M = 6-6-6 = 216, da jeder Wiirfel die Augen-
zahlen von 1 bis 6 zeigen kann und jede dieser Kombinationen moglich ist.

Fangen wir damit an, dass die grofite Zahl unter den drei Wiirfeln eine 1 ist. Es

gibt nur ein erwiinschtes Ereignis, ndmlich dass alle drei Wiirfel eine 1 zeigen, also

da die 1 sonst nicht mehr die grofite Zahl ware. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses

Ereignis ist demnach
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Die Moglichkeiten dass die grofite Zahl eine 2 ist sind ebenfalls schnell aus-
geschopft, ndmlich
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das heiBt E=7 erwiinschte Ereignisse. Ganz allgemein lisst sich folgende Uberlegung
machen: Wir wollen die Ereignisse, in denen die hochste Zahl eine 2 ist, das heif3t
Wiirfel ,1¢ darf eine 1 oder 2 zeigen, genau so wie Wiirfel ,,2* und Wiirfel ,,3“
und einzig und alleine das Ereignis in denen alle Wiirfel eine 1 zeigen soll nicht als
erwiinschtes Ereignis betrachtet werden. Das macht dann £y =2-2-2—-1-1-1=7.
Wir finden fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

7
P(X3=2)= 276"

Die Moglichkeiten in denen die groite Zahl eine 3 ist, lassen sich &hnlich berech-
nen. Diesmal miissen wir jedoch mehr Ereignisse aus ,, Wiirfel ,1° darf eine 1, 2 oder
3 zeigen, genau so wie Wiirfel ,2° und Wiirfel ,3°“ wieder abziehen. Namlich die
Ereignisse, in denen keiner der Wiirfel eine 3 anzeigt. Gliicklicherweise sind das ge-
nau die Ereignisse von vorher, ndmlich , Wiirfel ,1° darf eine 1 oder 2 zeigen, genau
so wie Wiirfel ,2° und Wiirfel ,3°“. Wir finden fiir die erwiinschten Ereignisse also

Ey;=3-3-3—2-2-2=19 und demnach

19

Fiir die anderen Fille finden wir ganz analog, dass Fy = 37, E5 = 61, kg = 91

und demnach

37
P =1 =515

61
P =9=516

91

Der Erwartungswert berechnet sich dann zu

E(X;+ 1) =4,958333333 + 1 = 5,958333333.



Kapitel 2. Allgemeine Formel

2 Allgemeine Formel

Um das Resultat in eine schone Formel zu packen und es einfacher zu machen auf

mehr Wiirfel zu erweitern, schreiben wir hier

6
B(Xi) = > iG =G =1))
j=1
mit ¢ der Anzahl der Wiirfel. Wer {iibereifrig ist, mag hier sicherlich noch Summen-
formeln zum vereinfachen benutzen, siehe hierzu beispielsweise [2]. Insbesondere
ergibt sich fiir den Spezialfall i = 3 aus der Formel wieder der oben angegebene

Erwartungswert.
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